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a présente introduction mathématique consiste dans le choix de quelques

domaines utiles — aujourd’hui — a I'électricien. Si certaines parties sont des
formulaires [Analyse vectorielle (8 3.1)], la présentation adoptée ailleurs est
plutét celle d’'un commentaire de définitions et de résultats.

Pour une information plus complete le lecteur pourra se reporter aux excellents
articles du traité Sciences fondamentales.

En ce qui concerne le vocabulaire et les notations, on s’est efforcé de se plier
aux usages de l'enseignement contemporain. Toutefois, par souci d’unifor-
misation, propre au présent traité, on a adopté pour les nombres complexes —
dont les électriciens font un grand usage — certaines des notations de ces
derniers :

e j=4J-1 (aulieudei),

e a signifie a complexe ;

e a* signifie complexe conjugué de a.

D’autre part, I'emploi de fléeches pour désigner des vecteurs V, au sens usuel
de la géométrie et de la physique, a été maintenu, sauf pour les opérateurs grad
et rot, o on peut le considérer comme vraiment redondant.
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MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Abréviations utilisées dans la suite

CL combinaison linéaire finie
CNS condition nécessaire et suffisante
CP calcul des probabilités

ED équation différentielle

EV espace vectoriel

mq moyenne quadratique

pp presque partout

ps presque sGrement

SF série de Fourier

TF transformée de Fourier

TL transformée de Laplace

var variable aléatoire réelle

VP valeur principale de Cauchy

1.1 Calcul vectoriel usuel

1.1.1 Rappels et notations

Inspiré par la géométrie et la mécanique, le calcul vectoriel usuel
sera supposé connu.

Y . - e -

X,Y,... désignant des vecteurs libres, a, b, ... des réels (scalaires),
la régle du parallélogramme et 'homothétie permettent d’'effectuer
I'opération essentielle qu’est la combinaison linéaire finie (CL) :

A A
a'Xj=a'X; (1)

M s

i=1

Le second membre est la notation d’Einstein : un méme indice
figurant en haut et en bas sous-entend la sommation effectuée par
rapport a cet indice.

Avec les notions métriques de longueur :
= -
| X| = long X 2)

- =
et d’angle 6(X,Y), on introduit le scalaire (produit scalaire de deux
vecteurs) :

- = = =
X-Y =|X||Y|cos6 (3)
et le vecteur (produit vectoriel de deux vecteurs) :
- - =
V=XAY (4)
- > >
tel que (X,Y,V) soit direct et que:
- T
V] = |X||Y]|sin® (5)

> o
En particulier, X - Y = 0 exprime I'orthogonalité des vecteurs et
I'on a:

- - 22
X-X =|X|
Le produit vectoriel est anticommutatif :

-

- > o
YAX =-XAY (6)

et n'est pas associatif.
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Le double produit vectoriel s'exprime par :

> o > R T
XAYIYAZ = X-2)Y (Y- -2)X (7)
Enfin le produit mixte :
= 3.3 = o3
(XAY)-Z =[X,Y,Z] (8)

représente le volume, affecté d’un signe, du parallélépipéde construit
sur les trois vecteurs. Sa nullité est une condition nécessaire et
suffisante (CNS) de coplanarité des vecteurs.

1.1.2 Bases et composantes

) i i . - = =

A partir de trois vecteurs non coplanaires e}, e;, e3, on peut
représenter tous les autres en les définissant comme CL [d'aprés la
relation (1)] :

- .

X =td,  (i=1,2,3) (9)
Il y a correspondance bijective entre I'ensemble des vecteurs et

celui des triplets de réels (£1,£2,3) dits composantes par rapport 2

- = = P
la base de vecteurs (e, €5, e3) . On peut écrire :

>

X = (818,89 (10)
ﬁOn peut choisir, en particulier : 32(1,0,0) , €,=(0,1,0) ,
ez =(0,0,1).

La non coplanarité des 3,- est une condition d'unicité des
composantes qui entraine que le vecteur de composantes (0,0,0) est

> . g . . .
le seul vecteur nul, c’est-a-dire que les ¢€; sont trois vecteurs indé-
pendants.

Remarque : en fait, chaque composante est une fonction
. 2 .
numérique £/(X). Il y a lieu de distinguer I'application &' de la

. . A .
valeur prise par la fonction pour chaque X. Chacune des appli-
cations-composantes est une forme linéaire :

EX+Y) = E(X)+E(Y)

&i(aX) = a&i(X)
1.1.3 Bases orthonormées
Lorsque :
le| =1, €-6=0 (i)
on a, avec:
X =(,82,83), ¥Y=m"n2nd
IXI2 = ()24 (£2)2+ (£9)2 (12)
)?7 = &1 +E2n2 4833 (13)
=
XAY = (En3-83n2, &3n1-E"3, £'2-E2n") (14)
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On peut retenir cette derniére formule comme développement du
déterminant symbolique :

€, € €3
= -
XAY = g1 g2 g3 (15)
n' n2 n3
Enfin :
1 g2 g3
[X.,Y,Z1=|n" n2 n3 (16)
gogr g

Remarque : contrairement au produit scalaire, le produit
vectoriel ne se préte pas a généralisation. En fait, on considérera

= o
un produit tensoriel, X ® Y, objet défini par le tableau de ses 9

. L. 2 3 33 . .
composantes /. Lopération X ® Y - Y ® X , anticommutative,

définit un bivecteur par les 9 composantes : &inf— &fnidont 3sont
nulles, les 6 autres 2 a 2 opposées. Il ne reste que 3 composantes

. . . . = by . .
indépendantes, celles du produit vectoriel X A Y, notion qui est
ainsi liée au fait que notre espace est a trois dimensions !

1.2 Généralisations successives

1.2.1 Espace euclidien a n dimensions

L'ensemble, noté R", des n-uples )? = (&1,€2,...,EM de réels &
peut étre structuré en espace vectoriel (8 1.3.1) au moyen des rela-
tions telles que (11), avec i=1,2,...,n. Chaque vecteur est donc défini
par ses n composantes. On peut écrire (avec la notation d’Einstein,
§1.1.1):

X =¢&ig; (17)
au moyen de la base canonique :

—

& =(1,0,.,0),e,=(0,1,0,..0),...8,= (0,...,0,1)

Celle-ci est orthonormée par rapport a un produit scalaire défini
par:

XY =Yt (18)
,,’=1 12
d’ou la longueur : IX] = [z (i’)z} (19)
i=1

On peut écrire indifféremment &/ ou §&;.

1.2.2 Espace hermitien a n dimensions

Ce qui précede s'étendrait a C”, ensemble des n-uples de
complexes &; . sous réserve de prendre pour produit scalaire :

=

N
XY =

M >

g 20

i=1

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'lngénieur, traité Génie électrique

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

de facon a conserver une longueur (on dira alors norme) réelle
positive :

n 1/2
IXIl = (zw) (1)
i=1

1.2.3 Espace de Hilbert ¢2

Une derniére extension définit les vecteurs :

—

X = (§‘| ’ &2 e &n ') (22)

ayant une infinité de composantes complexes, sous réserve qu’une
norme puisse étre définie a partir de la somme d’une série
convergente :

IXI? = 3 (&2 (23)
n=1

ce qui entraine la convergence des séries telles que :
= o =
X-¥Y=YE&nk (24)
n=1

(produits scalaires).

1.3 Notion abstraite d’espace vectoriel

Nota: le lecteur pourra se reporter, pour de plus amples détails et en particulier pour les
axiomes, a |'article Analyse fonctionnelle [A 101] dans le traité Sciences fondamentales.

1.3.1 Espaces vectoriels

On appelle espace vectoriel EV (ou linéaire) sur un corps de

= S
scalaires (en fait C ou R) tout ensemble E d’éléments X,Y,...,
appelés vecteurs, fermé par rapport aux CL (8 1.1.1) a coefficients
complexes (ou réels).

Exemples : ceux du paragraphe 1.2 ; I'ensemble des polyndmes a
coefficients réels ou complexes ; I'ensemble des solutions d’'une
équation différentielle linéaire homogene.

1.3.2 Espaces vectoriels normés

Ce sont des espaces vectoriels tels qu’on puisse attacher a chaque

2 = L e
X un réel || X|| positif ou nul (norme) ayant les propriétés d'une
longueur :

=0sX=0

=l

- -
IAXN = 1AHXI

> = - -
IX+YI < IX]+ 1Yl
d’ou la possibilité d’introduire des notions topologiques. Ainsi, la

convergence Xn— X d’une suite {X,,} est ramenée a la conver-
gence numérique :

R
X, - XIl 50, (n— )

- =
qui entraine la propriété de Cauchy : || X,- Xpll =0, n,p— <
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MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Les EV pour lesquels cette propriété implique I'existence d'une
limite de la suite [Xn] sont dits complets (espaces de Banach).

Exemple : 6(a,b), EV des fonctions x(t) continues sur l'intervalle
fermé [a, bl. Il peut étre normé par :

N
XN = max|x (1)
astsb

La convergence associée est la convergence uniforme. L'espace est
alors complet. Une autre norme serait :

b
%0 =[xt

Elle définit la convergence en moyenne. Mais |'espace n'est pas
complet.

1.3.3 Espaces préhilbertiens

= 3
Ce sont les EV munis d’'un produit scalaire, (X,Y ) , définicomme

forme hermitienne définie positive. lls sont normés par (X, X)"2. Le
produit scalaire permet d’introduire une notion d’angle, et surtout

I'orthogonalité : ()?,7) = 0, d’ou de nombreuses propriétés qui
rappellent celles de la géométrie élémentaire. La possibilité de repré-
senter les vecteurs sur des systémes orthonormés fait jouer, en
physique, un réle considérable a ces espaces, notamment a ceux
qui sont complets (espaces de Hilbert).

Exemple : €6(a,b) munidu produit scalaire :
S5 > b
(X,Y) = Lx(t) y*(t)dt (25)

d'ou la norme dite de la convergence en moyenne quadratique :

b
112 = [xcopar (26)

Cet espace n’est pas complet (il est préhilbertien mais non hil-
bertien, § 1.2.3).

1.4 Espaces affines

_ lls généralisent la notion de vecteur li¢é de la géométrie ordinaire.
A un espace vectoriel :

- >
¥ ={X,Y,.]
est associé un nouvel ensemble s« d’éléments A, B,..., dit points, tel
-
que, a tout couple (A, B) corresponde, dans 9, un vecteur X , noté
— -
alors AB, et que, a tout couple (A, X) corresponde, dans s, un
3 — - -
point B tel que AB = X (on note souvent: B = A+ X ). Lensemble
A vérifie la relation de Chasles :
— —> —
AB+BC = AC

- —
X est alors appelé vecteur libre par opposition au vecteur li¢ AB.
L'espace ponctuel # est dit affine.
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Il est commode de particulariser, dans «, une origine O.
L'ensemble d'une base de I'espace " et du point O constitue un

—
repére. Les composantes de OA sont les coordonnées de A. La

—
bijection : A— OA permet alors de parler indifféremment de
points ou de vecteurs, ce qui ramene au langage plus intuitif de la
géomeétrie.

Exemple : convergence d'une suite de points.

1.5 Applications linéaires

1.5.1 Définition
E et F étant deux espaces vectoriels sur le méme corps C, une
application A:
- -
E— F (X = AX)
est dite l/inéaire si elle conserve la CL (§ 1.1.1) a coefficients
complexes :

A(aiX) = alAX; (i=1,.,n) 27)

Cas particuliers importants :
— opérateurs linéaires (E = F) ;
— formes linéaires (F=C).

DanslesEV normés (8 1.3.2) on peut considérer, en outre, les appli-
cations linéaires continues :

- - - -
lim Xp=X= lmAX,=AX

n—eo n— oo

1.5.2 Emploi de bases

Soient E et F de dimensions respectives m et n, qu’on supposera
- N - .
finies, et de bases respectives «}3,-), [f;].Atout X = E;*' 3, (i=1,..,m)
de E correspond, dans F:

- d

Y =nkf = AEie) = LIAE (k=1,..n) (28)

Si les ncomposantes, dans F, de chaque Ae; sont des gf tels que

Ae; = a; f, . la correspondance est définie par le systéme linéaire :

nk = ayei (29)

c’est-a-dire par le tableau des gll.( (82.1).

Remarque : I'ensemble noté £ (E, F) des applications linéaires
E — Fest structuré, a son tour, en espace vectoriel par la régle :

- Lo .2
VXeE: (gANX =a;(A'X) (30)

En particulier, 'EV £(E,C) des formes linéaires sur E est
appelé dual de E et noté E*.
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1.5.3 Produit de deux applications
Soit B: F— G, G de dimension p, défini par un tableau Q,{. Ona:
> - - - —
Z = BY = B(AX) = (BA)X = CX
C: E— G est alors déterminé par les:
J_

ki
c;=a;b, (31)

1

2.1 Définitions

2.1.1 Matrices rectangulaires
Toute famille d’éléments a deux indices :

a{(i: T1,..m; j=1,..,n)

peut étre disposée en un tableau rectangulaire de m lignes et n
colonnes:

1 2 n

a, a, ... a,

J 61 az a"
A=Amxn=[ai]m><n= 2 292 (32)

1 2 n

a, dap...4a,

Le cas, non examiné ici, des tableaux infinis peut étre également
envisagé.

Un tel tableau est appelé matrice m x n. Le plus souvent les
éléments sont des nombres réels ou complexes.

En particulier, les matrices nx n sont dites carrées, les matrices
mx 1, colonnes, les matrices 1x n, lignes. Ces derniéres servent,
notamment, a représenter les vecteurs par leurs composantes.

L'opération transposition, notée A — A! et correspondant a
j i . . .
Qf = a; qui échange lignes et colonnes, donne une matrice nx m.

Ainsi les matrices lignes et les matrices colonnes sont-elles trans-
posées I'une de l'autre.

2.1.2 Opérations

Le paragraphe 1.5 justifie les définitions suivantes.

Multiplication par un scalaire
B=)A,  bl=)a/
Addition de matrices de méme type

Amxn"'Bmxn=C E,-j= al+9,1 (33)

mxn q;
Si les g{ sont nuls, A+ B= A. La matrice B est dite nulle.
Produit de 2 matrices

B, =C

mxn  Pnxp mxp

n
J_ kg _ ki
c; = a;bk(— a; bk> (34)
=1

k
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On retiendra qu’on associe chaque ligne de la 1" matrice 4 chaque
colonne de la 2° suivant le schéma suivant :

J
b,

............ N

12 n =2 - kpi .

a, a ...a = Xa; by i¢ ligne (35)
12{,, j¢ colonne

Avec cette regle, BAn'aurait de sens que pour les matrices carrées.
D’autre part, on retiendra que :
AnsxnBnx1=Cnxa (colonne)
A1><an><p=c1><p (ligne)
Exemple : X et Y étant les matrices colonnes écrites avec les
composantes &' et ' de 2 vecteurs réels, le produit scalaire de ces
vecteurs est :

XtY = VIX = (&1 Mlpeq = 3 &Y (36)

i=1
En revanche, le produit :
XY= 180,00 Wl s p = W] m (37)
est une matrice carrée.

Enfin,a A =[a..]

ij"nxn
la convention d’Einstein, 8 1.1) :

on peut associer la forme bilinéaire (avec
XtAY = §i,‘§iﬂi (38)

2.1.3 Partitions

Les éléments d’'une matrice peuvent ne pas étre des nombres,
pourvu qu’‘on puisse appliquer a ces éléments les opérations
précédentes. ls peuvent étre eux-mémes des matrices. Inversement,
on peut traiter toute matrice comme matrice de sous-matrices. Ainsi,
toute matrice est une matrice colonne de matrices lignes, ou inver-
sement. Plus généralement, on peut séparer des sous-matrices par
des paralléles aux lignes et aux colonnes. Ainsi:

a b ¢ d a b.c d
él Ql 9/ gl §/ Ql : g/ gl
gu 9// 9// gu - -g-r/- - '97/': - '27/' 'gz;
a//l bllr 9/// dll/ ar// blll: CII/ dlli
a b ¢ | d
. 1 o
§/ : Qz Ez ) g/
= .
gr/ : Q” 9// ' gli
T T e Tt T
a’. b ch
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2.2 Matrices carrées

2.2.1 Définitions

Les matrices carrées ont les propriétés les plus riches. On note
d'abord, que toutes les matrices carrées A, , de méme ordre n
peuvent étre additionnées et multipliées entre elles (toutefois, AB
est différent de BA).

La diagonale {g;} joue le réle d'un axe de symétrie. Les matrices
telles que :

a; 0 0
p-|0 2 -0 (39)
0 o0 a’
sont dites diagonales.
En particulier, la matrice :
10 0
=10 (40)
0 0 1
vérifie 1,A=Al,=A

pour toute matrice A, .

Elle joue le role d’unité et permet, notamment, de définir la matrice
A7 inverse de A, par:

AA ' =ATT A=, (41)

Le théoréme de Cramer donne le résultat :

A1 [cofa {] (42)

nxn

1
T dét A

avec dét A déterminant défini par le tableau des g,{,

cofgl{ cofacteur, dans ce déterminant, de I'élément gﬁ :
cofgf = (- 1)i+ix mineur de g;
Le calcul suppose que dét A = 0 : la matrice est alors dite réguliére

(ou inversible) ; dans le cas contraire, elle est dite singuliére.
Rang d’'une matrice :si A # 0, elle comporte une ou plusieurs sous-
matrices carrées régulieres d'ordre inférieur ou égal a r.
r est appelé rang de la matrice A.

A est réguliere si r= n. Le rang peut étre défini de la méme fagon
pour une matrice rectangulaire.

2.2.2 Structure d'algébre

Soit M, I'ensemble des matrices carrées régulieres de méme
ordre n a éléments complexes. Les opérations décrites (8 2.1.2) lui
donnent une structure d’algébre non commutative sur le corps C,
c’est-a-dire un EV muni, en outre, d’une loi de multiplication associa-
tive (ici non commutative).

Cette algébre est de dimension n2. Les n? matrices :

El= [€°] (43)

nxn
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dont tous les éléments sont nuls, sauf e{ = 1, forment une base
canonique :

n n
A= [gf]nxn = z z E;E'! (44)
i=1 j=1

Cette algebre contient une unité, I,,, et les inverses de ses
éléments, avec :

(AB)'=B"1. A"
On retiendra que :
dét (AB) = dét A - dét B (45)
d'ou:
détA-dét A1 =détl, =1 (46)

Remarques

L'algebre ., contient, avec chaque matrice A, les matrices :
AA = A%, A%A = A3, etc., donc tous les polyndmes :

P(A) = a Ak+ a Ak-T+.. . +a I, (47)

en considérant que I, = A°.
En munissant ., d'une norme, telle que :

_ Ji
Al = 3 |a/

ij
ou lall = (T1af?)'?  ete,

iJ
on définit, dans cette algebre, une convergence des suites de
matrices Ay T A et par conséquent une convergence des
séries. D'ou la signification d’une série entiére de matrices :

f(A) = ) a Ak (48)
k=0
et, par conséquent, d'une fonction de matrices f(A).
Par exemple, on définirait :
G

T (49)

expA =
k=0
A, est un groupe (non commutatif) pour la multiplication.

C’est le groupe linéaire noté GL (n,C) par les physiciens. La
théorie de la représentation, dont le réle en physique quantique
est majeur, part de I'emploi de ce groupe et de sous-groupes
comme images de groupes abstraits.

2.2.3 Symétries diverses

Matrice transposée : obtenue par échange des lignes et des
colonnes de A:

At = [g]'l] (50)

Matrice conjuguée : composée des éléments complexes
conjugués de deux de A:

A* = [(a))*] (51)
Matrice adjointe : transposée conjuguée de A :

A= (A" = [(a)*] (52)
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Ces matrices vérifient les relations :

(AB)t = B!At
(AB)* = A*B* (53)
AB - BA

et conduisent a définir, par invariance, les matrices :

— symétriques: AT=A;

—réelles: A*=A; -

— auto-adjointes ou hermitiennes: A = A*.

Un réle important est joué par les matrices normales, qui
commutent avec leur adjointe, les produits obtenus étant
hermitiens: AA = AA. Sont normales les matrices hermitiennes,

ainsi que les matrices unitaires, vérifiant : UU = 0U=1 ;detelles
matrices sont dites orthogonales dans le cas réel : UUt = UtU=1.0n
notera qu’on a, alors, respectivement :

UO=U" et Ut=U" (54)

2.3 Quelques applications des matrices

L'application aux réseaux électriques, quadripdles, lignes, etc.,
sera amplement développée dans le présent traité. Le lecteur pourra
se reporter également a l'article Calcul matriciel [AF 86] dans le traité
Sciences fondamentales.

2.3.1 Systémes algébriques linéaires

Tout systéme de m équations linéaires a n inconnues Xx,,..., X :

g,.'x- =y, (i=1,..m; j=1,.,n) (55)

<

s'écrit : AX=Y (56)

Les matrices A, X et Y étant, respectivement, rectangulaire et
colonnes :

X=1[x.] et Y=[y]

Zi‘nx1 Zi'mx1

2.3.1.1 Casde Cramer: m=n

Dans ce cas, A est réguliere donc inversible (8 2.2.1). Il existe alors
une solution et une seule :

X=Aly (57)
L'expression (42) de A1 équivaut a la régle de Cramer:
(dét A);
X = “G&A (58)

Dans cette expression, le numérateur est déduit du dénominateur
en remplacant, dans celui-ci, la j® colonne par les Y-

Lorsque A, singuliere, est de rang r< n, les n premiers mem-
bres de la relation (55) ne sont plus indépendants mais sont des
CL (8 1.1.1) de rd’entre eux. Une CNS d’indépendance est donc :
dét A=0.

2.3.1.2 Cas général : m=n

Dans ce cas, le rang de A ne peut dépasser le plus petit des
nombres m et n. Une condition nécessaire et suffisante d'indépen-
dance des premiers membres est alors r= m, ce qui implique m< n;
I'indépendance est donc impossible lorsque m > n.

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Discussion : on définit la matrice augmentée :
A1 = [A;Yme(n+1) (59)

de rang rq égal, soita r, soita r+ 1.

La condition rq = r est une CNS de résolubilité de I'équation
(56). Les r équations indépendantes déterminent r solutions,
fonctions linéaires des n — rautres, arbitraires (indétermination).
Si r< m, m- réquations sont des CL (8 1.1.1) des r autres.

Le cas de Cramer r= m = n est déterminé (n équations indé-
pendantes et n— r= 0 parametre).

2.3.1.3 Cas des systemes homogeénes carrés
L'équation :
AX=0, (60)
ou O, est la matrice colonne formée de n zéros posséde toujours

la solution triviale X = Oy,. Celle-ci est unique dans le cas de Cramer.
Une CNS de trivialité est donc: dét A= 0.

Si A est singuliére, il existe des solutions non nulles ; n— rd’entre
elles sont arbitraires et la solution générale consiste en CL (8 1.1.1)
de celles-ci.

2.3.1.4 Cas des systéemes carrés a parametre
L'équation :

AX = AX+Y (61)
se rencontre dans de nombreux problémes. La discussion est celle
de:

(A-ADH)X =Y (62)

a) A- Ll est généralement réguliére en méme temps que A. D'ol
la solution unique :

X = (A- ALY (63)

b) A- Al devient singuliére lorsque :

a-1 a a7
1 2 A n
dét(A-Al) = f(A) = | Z2 G4 - 8 | -0 (64)
a a’ ... a1

Cette équation algébrique de degré n (équation caractéristique)
admet n racines complexes, distinctes ou non: A,,.. A dites

valeurs propres de A. L'équation homogeéne (A- 71,-1))( =0 est
alors non triviale. X est solution propre associée a la valeur propre ;.

Ainsi, pour A = . les solutions de I'équation (61) sont la somme
d’une solution particuliére et des solutions propres.

Nota : I'ordinateur a rendu possible la résolution numérique des systémes de rang trés
élevé (quelques 103), tels ceux qui proviennent de la discrétisation des équations de
I'analyse (équations différentielles, aux dérivées partielles, intégrales, etc.). D'ou le dévelop-
pement d’algorithmes auxquels les matrices se prétent particulierement (cf. article
Méthodes numériques de base [A 1 220] dans le traité Sciences fondamentales).

2.3.2 Applications linéaires

2.3.2.1 Représentation matricielle

Soitune application linéaire A: E — F, Eet Fdésignantdes espaces
vectoriels de dimensions respectives n et m (8 1.3.1). On désignera

— - —
icipar (&;} et [m] les composantes des vecteurs X et Y = AX sur

les bases de E et F.

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

© Techniques de I'lngénieur, traité Génie électrique

D32-7



MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

La formule (29) équivaut a:

1 n
LRI R 1
= (65)
AL Y g,
—m —m| L
ou Y=AX (66)

Remarques
— Avec les notations du paragraphe 1, il aurait suffi d’écrire :

(n...n7 =[&...EmA

c'est-a-dire Yt = X!A.
— La matrice A joue, pour l'application A représentée, le role
que jouent, pour un vecteur, ses composantes.

Avec une seconde application B: F—G, G de dimension p, on
aura:
Z=BY=B(AX)=(BA)X (67)

le produit de matrices BA représentant celui des applications.

2.3.2.2 Cas des opérateurs E— E

L'ensemble des opérateurs inversibles sur E a une structure de
groupe qui se retrouve sur I'ensemble des matrices régulieres
d’ordre n (8 2.2.2).

2.3.2.3 Changements de base

Dans un changement de base de E la matrice colonne X des
composantes éi d’un vecteur donné devient la matrice colonne X,
des nouvelles composantes &’ ; on a une relation de la forme :

X = SX, (68)

réguliere, appelée matrice de passage,

i
dans laquelle S = ‘§/’|n><n’

permet d’écrire :
X, =8"Xx
Si, d'autre part, on a l'opérateur A, rapporté a la premiére base,

on peut écrire :
Y=AX=ASX,

puis :
Y,=8vy=8"ASX,=A, X,

et on en tire les relations entre les matrices A et A;:

A, =S7As (69)
ou SA, = AS (70)
ou A=SA, 87! (71)

Les matrices A et A; sont dites équivalentes ou semblables.

Elles sont de méme ordre et de méme rang. En fait, a un opérateur
est associée une infinité de matrices, la classe des matrices équiva-
lentes a I'une d’elles.

D’aprés les relations (45) et (46) : dét A, = dét A.

D 32-8

L'analyse vectorielle traditionnelle — au sens des physiciens — reste
un outil précieux pour I'électricien. On rappelle (8 3.1) les principales
formules, a partir des définitions les plus directes (méme si celles-ci
masquent leur caractére intrinséque) et des notions de calcul
différentiel et intégral que I'on suppose familiéres au lecteur.

Toutefois, en ce qui concerne l'intégrale, il a été jugé opportun,
de donner (8 3.2) quelques compléments qui, malgré leur caractére
théorique, peuvent servir a l'utilisateur, (par exemple en analyse
numérique moderne, en probabilités, en physique statistique ou
quantique, etc.).

3.1 Analyse vectorielle (formulaire)

3.1.1 Opérateurs différentiels

3.1.1.1 Champs scalaires

Soit Q domaine de R3 rapporté a un repére rectangulaire
(8), €, &) auxiliaire. Le champ scalaire u(x) = u(x;, Xp, X3) est
supposé deux fois continlment dérivable dans Q.

On lui associe un champ vectoriel dit gradient :

3
gradu = Y —;);(LL g (72)

i=1 !

et un nouveau champ scalaire dit laplacien :

3
Au=Y
i=1

2

5]

(73)

|

Qv
N

X

3.1.1.2 Champs vectoriels
Un champ vectoriel est défini par:

3
¢ -
AX) = Y Ai(x)E;
i=1
les composantes A; étant supposées 2 fois continiiment dérivables.
On lui associe un champ scalaire dit divergence :

3

o dA;
divA = 2 ax, (74)

i=1
et un nouveau champ vectoriel dit rotationnel :

3/0A; OJA
rot A = §(=-3-2"2 g (75)

1\ dx, dx3

le symbole ¥ signifiant somme des permutés circulaires du terme
écrit.
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Remarques

Le rotationnel est un faux vecteur qui ne peut étre défini que
dans R3. En fait, comme le produit vectoriel (§ 1.1.1), ¢c’est un
tenseur antisymétrique d ‘ordre 2 donc 4 32 = 9 composantes ; 3
sont nulles et les 6 autres opposées 2 a 2 ; d’ou 3 composantes
indépendantes avec lesquelles on fabrique un pseudo-vecteur.

L'opérateur nabla :

7o 2 )
T \ax;" 9xy" dxg

qu’on écrit souvent V, et qui remonte a Gibbs, est systémati-
quement utilisé dans la littérature américaine. L'écriture:

- = =
grad u = Vu, divA =V -A, rot A=V AA, sielle demande

un certain effort d’adaptation, n’est pas sans avantages. Elle
n’est pas non plus sans danger (8 3.1.1.4), remarque.

Le développement par rapport a la 1™ ligne du déterminant
symbolique :

- — o~
e; e) es
9 9 9
90X, Xy 0X3
A Az Az

est un moyen rapide de retrouver le rotationnel.

3.1.1.3 Dérivée dans une direction
Soit &, vecteur unitaire en un point.»La relation (72) équivaut a
la dérivation de u(x) dans la direction @ :

Ju -
d U = Ja - gradu- o (76)

Ainsi, la dérivée normale en un point d’une surface de normale
unitaire n est:

_Ju _ =
dpu = 35 gradu- n (77)

La relation (76) équivaut également a la relation différentielle :
du=grad u-dx (78)
- -
Opérateur A - grad : appliqué a un champ vectoriel B, il a la

signification suivante :

- > JB;
(A-grad)B = 3 (A-grad B)&, = Y A;5—¢, (79)
i i J

3.1.1.4 Dérivations de produits
Soient deux champs scalaires u et v et deux champs vectoriels
=
Z etB.
grad (uv) =ugrad v+ vgrad u (80)

> = - - 2 - > > 2 -
grad(A-B) = AarotB+B Anrot A+(A-grad)B + (B - grad)A (81)

> > -
div(uA) = udivA+gradu-A (82)
- - -
rot(uA) = urotA +grad unrA (83)
> > - > > —
div(ArB) = B -rot A—A -rot B (84)

> > > > = > o > > =
rot (AAB) = AdivB -B divA+ (B -grad)A - (A -grad)B (85)

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Remarque : traité comme un vecteur ordinaire, I'opérateur 6
conduirait a des formules fausses. Ainsi, pour la formule
précédente :

=
)B

= > o > > > >
VAMAAB) = (V-BYA—(V-

1
>y >y

> 2 2
= AdivB - Bdiv

) = L2 3 -
D’ailleurs, A-V n’est pas divA ; c’est I'opérateur A - grad

> 2
précédemment défini ; de méme pour AAV.

3.1.2 Itération des opérateurs

div grad u=Au (86)

rotgrad u=0 (87)
-

divrotA = 0 (88)

Remarques

La relation (86) s’écrit aussi :

=
V-Vu=V2y
avec le produit scalaire symbolique :
> > 2 2 2
V.V =v2.= o) + 9 )
2 2 2
oX; 09X, 0Xj3
Les relations (87) et (88) sont des identités fondamentales :
elles caractérisent, respectivement, les champs vectoriels irrota-

-

tionnels (rot B =0) qui dérivent d'un potentiel scalaire
- -

(B = grad u), etles champs solénoidaux (div B = 0) qui dérivent

- -
d’un potentiel vecteur (B = rot A).

Reste a étudier les deux itérées : grad div et rot rot. Si, par rapport

>
a un repeéere rectangulaire, on définit par AA le vecteur de
composantes : AA;, AAy, AA3, on a alors:

- - -
rotrot A = grad divA-AA (89)

3.1.3 Propriétés intégrales

3.1.3.1 Rappel

On envisage des surfaces S bornées, continues, continGment
différentiables par morceaux, c’est-a-dire telles que chacun de ces

3 - . . -
morceaux possede, en chaque point, une normale unitaire n.
Lorsque S est fermée, elle sépare 2 domaines dont I'un Q est dit

o . - . 4 s e .

intérieur; n est alors orientée extérieurement. Si S, ouverte,

posséde un bord C, continu et continiment différentiable par
.. . P e s > =

morceaux, celui-ci est orienté par sa tangente unitaire f ; n estalors

orientée de fagon que C soit parcouru de droite a gauche.

5
Le flux d’un champ vectoriel A, sortant de S, est alors défini par
I'intégrale :

fZ-ﬁds
S
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et sa circulation, le long du bord C orienté, par:

f A td
cA-tds
Trois résultats fondamentaux seront rappelés.

3.1.3.2 Théoreme d'Ostrogradski
-

Le fluxd'unchamp A atravers une surface fermée est égal a l'inté-
grale de sa divergence étendue au domaine intérieur :

> -
A-ndS = divA dx (90)
s Q

3.1.3.3 Théoreme de Stokes

N
La circulation d'un champ A le long d'un contour fermé est

-
égale au flux de rotA a travers toute surface bordée par le
contour :

> S
A-tds= | rotA-ndS (91)
c s

Remarques

En fait, dans I'optique plus moderne de I'analyse extérieure,
ces théorémes sont des cas particuliers d’'une formulation unique
générale.

Dans les problémes cylindriques décrits par des champs
- -
plans: A;(xq, Xp), Ay(Xq, Xp), les théoremes précédents se
réduisent a la formule de Riemann :

= >
2 e _ dA, JA;
fCA1 dx,+A,dx, = fs(_8x1 3%, )dx1 dx, (92)

3.1.3.4 Formule de Green
u et v étant deux champs scalaires dans l'intérieur de S fermée,
il résulte de I’'équation (90), appliquée a ugrad vet vgrad u:
J;)(uAv— vAu)dx = L(uan v-vd,u)dS (93)

3.1.3.5 Autres théorémes intégraux

Type Ostrogradski
- > 2
J;Z rotAdx = fs(n AAYAS (94)
-
jﬂgradudx:fS undsS (95)
Type Stokes
fcu?ds:js(ﬁx\gradu)ds (96)
D 32-10

Type Green :

- = = -
j (A -graddivB - B - grad divA)dx
@ (97)

- - > -
= fs(AndivB - BndivA)dS

- = -
js (A-rotrotB - B - rotrot A)dx
(98)

> =N -
= S[(A/\n)~rotB—(B/\n)-rotA]dS

3.1.4 Discontinuités a travers une surface

Supposons que, en xg de S, u(x) tende vers u(xg) du coté de 1
et vers u(x,) du coté opposé. La discontinuité est notée :

[uls = u(xg)~u(Xp) (99)
De méme, pour un champ vectoriel :

- - - _

[Als = A(Xg) - A(Xxp) (100)

Il est commode d’introduire les opérateurs superficiels :

gradgu = ﬁ[u]s

divg A = 7 -[Als (101)
> 5 -
rotgA = n A[Als

Exemple : les équations de Maxwell s'écrivent :

-> -
rotE+d;B =0
tH-9,0 = J
ot =d= = (102)
5
divD =
5
divB =0

Une surface S, ayant des densités superficielles de charges pg

=
et de courant Js, introduit des discontinuités dans les champs ;
les expressions (102) sont alors remplacées par :

N
rotgE = 0

tH = J
I’OS = Js

o, (103)
divg D = pg
N
divgB =0

Ce sont les conditions aux limites usuelles.
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3.2 Compléments sur lI'intégration

3.2.1 Notion du presque partout (pp)

3.2.1.1 Ensembles négligeables (ou de mesure nulle)

Un ensemble Nde nombres réels est dit négligeable (ou de mesure
nulle), s’il peut étre recouvert par une famille, finie ou infinie
dénombrable, d’intervalles ouverts I; dont la somme des longueurs
€(1;) est arbitrairement petite ; c’est-a-dire que chaque nombre réel
de N appartient a au moins un des intervalles I;, avec :

Y tdy<e, Ve>0
7

Exemples : ensembles finis, ensembles dénombrables (tel
'ensemble des rationnels), etc.

3.2.1.2 Propriété vérifiée presque partout

On entend par propriété vérifiée presque partout, par exemple sur
un intervalle I (et on note pp), une propriété vérifiée pour tous les
points de I sauf sur Nc .

Exemples :
convergente pp.

fonction continue pp, dérivable pp, suite

Fonctions continues pp

— Fonctions continues par morceaux : c'est I'exemple le plus
simple, illustré par la fonction en escalier, égale a une constante c; sur
chacun des intervalles ouverts I; = | x;_ 1, x;[ d'une partition
Xg< X1 <...<xpde R etnulle pour x< xq, x> xp.

Si 1;(x) désigne la fonction indicatrice de I'ensemble I, c'est-a-dire
1,(x) =1, xelet 1;(x) =0, xe I, les fonctions en escalier sont
de la forme :

fo) = ¢l (x) (104)

i=1

— Fonctions monotones . une fonction monotone f(x) croissante
(ou décroissante) sur R a des discontinuités éventuelles bornées, en
nombre fini ou infini dénombrable. f(x) est continue pp (elle est méme
dérivable pp). Tel est le cas des fonctions de répartition, en probabilités :

0=< Fx) <1

— Fonctions a variation bornée : I'’ensemble des fonctions crois-
santes bornées n’est pas un ensemble vectoriel (8 1.3.1), sur le corps
des réels. Mais I'EV de leurs combinaisons linéaires a coefficients réels
positifs, négatifs ou nuls (notamment les différences) est I'importante
famille des fonctions a variation bornée. De facon concréte, disons
que ce sont des fonctions qui n'oscillent pas trop vite. Tout morceau
fini du graphe est rectifiable.

Convergence pp

Soit une suite {f,(x)}, par exemple sur R. Pour chaque réel fixé,
la suite numérique {f,(x)} est ou bien convergente ou bien divergente.
Il peut arriver que I'ensemble des x pour lesquels la suite diverge soit
négligeable. On dit que la suite des fonctions f,(x) est convergente
pp sur R. On écrit :

f,(X) = F(X)
pp

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Remarques

— La convergence simple correspond au cas ou I'ensemble
de divergence est vide.

— Toute fonction définie sur un intervalle borné peut toujours
étre prolongée par zéro en dehors (fonction de support borné).

— Les fonctions limites pp, de suites d’escaliers sont dites
mesurables. Les fonctions limites pp, de suites de fonctions
mesurables sont encore mesurables (la dérivée d'une fonction
mesurable dérivable pp est également mesurable). Le fait que la
classe des fonctions mesurables est fermée pour la convergence
pp, montre I'importance du pp.

3.2.2 Intégrale de Riemann et extensions diverses

3.2.2.1 Rappel

L'intégrale de Riemann n’est définie que pour f(x) borné sur un
intervalle (a, b) borné. La notion d’intégrale est trés intuitive ; c’est
celle de l'aire (algébrique) limitée, entre x = a et x = b, par le graphe
de f(x) et I'axe des réels. Ainsi, partant de l'aire du rectangle, I'inté-
grale de I'escalier (104) serait :

b b n
ooax = 1= 3 e,
fa (x)dx af Z cit Iy (105)
i=1
avec €(l,) =Xj— Xj_1-

D’ou I'idée d’'approcher f(x) par défaut et par exces, par des esca-
liers liés a des partitions de [a, b]. Les plus avantageux sont définis
par les bornes inférieure et supérieure de f(x) sur chaque intervalle
I;. En affinant les partitions, il peut arriver que les deux suites de
sommes telles celles de I'expression (105) aient une limite
commune ; f(x) est dite intégrable au sens de Riemann
(R —intégrable). On a alors:

b n
[ Fooax - im 3w 1) (106)

avec inf f(x) <u; < supf(x).

X € Ii Xe 1[,
Lorsque f(x) est continue :

=fE, X 1<E;sx

Théoréme : la CNS pour que f(x) soit R — intégrable sur (a, b)
est qu’elle soit continue pp sur l'intervalle.

D’ou la R - intégrabilité des fonctions continues, continues par
morceaux, a variation bornée (sur un intervalle borné).

3.2.2.2 Premiére extension : intégrales impropres

3.2.2.2.1 Fonctions non bornées (en a, par exemple)

Si:
b
[,.f
a+e

existe et est convergente pour £ — 0,

b
la Iimitef W
a
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définit I'intégrale sur [a, bl. Il en est de méme, pour une fonction
non bornée en b, ou en ¢ compris entre a et b.

Exemple
]
fdx/& est convergente
0
1
fodx/x ne I’est pas
b
Lorsque f\f\ converge
a

b
f f est dite absolument convergente
a
Valeur principale de Cauchy : soit f(x) non bornée en ¢, entre a et

b, intégrable sur [a, c-¢€] et [c + €', b]. Il peut arriver que I'intégrale
de fsur [a, b] soit divergente (pour ¢, ¢’— 0), mais que, cependant,

en prenant le méme ¢,
c-¢ b
+
a c+e

ait une limite. On définit alors une valeur principale de I'intégrale :

VP f(x)dx- ||m {(J j )f(x)dx] (107)

Exemple
o)
f (p—dx, ¢ continu
a X

L'intégrale n'a pas de sens lorsque ab < 0. Cependant, on a :
b

(f f (p(x)dx—> 7(’0()() IR ¢ (0)logiz; (108)
>0 ‘a‘

3.2.2.2.2 Intervalle non borné
Si f est intégrable sur tout intervalle (a, A), on définit :

J f= lim f (109)
A—> oo

pourvu que la limite existe. L'intégrale est dite convergente ; elle

est absolument convergente si, en outre, L |f] existe.

On définit, de méme, j_mf et f_ f:

o B
f f= lim f (110)
—e A B—owd-A

Il peut arriver que l'intégrale soit divergente (A, B indépendants)
et qu’elle soit, cependant, convergente pour A = B. La limite est une
valeur principale de Cauchy (§ 3.2.2.2.1) :

o A
VPJ f= lim f (111)

Ao ™

Exemples

sinx
f X dx = 7 l'intégrale est convergente mais non absolument.

Jl COSde est divergente (A, A’, ¢, €' étant positifs :

A —-€
[[e]
convergent pour A, A”tendant vers I'infini, mais pas pour €, €' tendant
vers zéro). Cependant, il existe une valeur principale :

VPﬁ %Sxdx =0 (112)

On peut également définir ainsi :

vpfi %“X) dx = jn (113)

(ici VP est relatif a x=0).
Inversion de la tranformée de Fourier ou de celle de Laplace avec VP
relatives a + oo.

3.2.2.3 Deuxiéme extension : intégrale de Stieltjes

3.2.2.3.1 Définition
Soit, d"abord une fonction g(x) croissante sur [a, b]. En convenant
d’assigner a chaque point de discontinuité xy la valeur
g(xg) = g(xq) [<g (XE)] , g(x) est définie en tout point de l'inter-
valle, méme s'il est de discontinuité (ou la fonction est alors continue
a gauche), ce qui permet d’'attacher a tout intervalle semi-ouvert :
I;=1[xj_q, xj[ la masse (ou mesure positive) :
m(l;) = g(x;) - g(x;_1) (114)

D’ou I'idée de généraliser I'expression (106) par des sommes :
YfEH)mdy
H

f(x) étant continue et bornée sur [a, b]. La limite est notée :

b b b
L f(x)dg(x) = L f(x)ydm = L f(x)ym(dx) (115)

On peut étendre la définition a g(x), fonction a variation bornée
(8§ 3.2.2.1), et a (a, b) non borné, comme précédemment. g(x) peut
étre prise a une constante additive prés. Il peut étre commode de
se fixer: g(a) =0, a étant fini ou non.

Enfin, il n'est pas nécessaire que f(x) soit continue : la formule
d'intégration par parties :

b b [P
L fdg = [fg]a—fagdf (116)

montre que f peut étre a variation bornée et g continue. En fait, f
et g peuvent méme étre a variation bornée, pourvu qu’il n'y ait pas
de discontinuités en un méme x.
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3.2.2.3.2 Exemples et applications

L'intégrale de Stieltjes (8 3.2.2.3.1) se réduit a celle de Riemann
(8 3.2.2.1) pour g(x) = xou, plus généralement, pour g(x) dérivable
en tout point, donc vérifiant dg(x) = g’(x)dx.

Cas des fonctions de sauts, constantes par morceaux (escaliers,
par exemple) : on a dg (x) = 0 sauf aux discontinuités x; pour

lesquelles dg(x;) = g(x}) — g(x;) = m;. Alors :

b
L fo)dg(x) =Y mf(x) (117)

qui raméne les suites numériques a des intégrales de Stieltjes.

Le 1°" cas est celui d'une masse répartie avec une densité g'(x),
le 2° celui de masses m; concentrées en des points x;.

Mesure de Dirac: g(x) = Y(x), échelon de Heaviside, (pris
continu a gauche : Y(x) = 1pour x>0, =0 pour X =< 0) correspond
a la masse unité localisée a I'origine ; I'expression (117) se réduit a :

j_m f(x)dY(x) = f(0) (118)
Ainsi :
ﬁ dY(x) =1 (119)

La tentation d’écrire :
dY(x) =Y’ (x)dx

a incité les physiciens a introduire la fonction de Dirac § (x), ayant
le réle de dérivée de I'échelon de Heaviside et telle que :

J: f(x)d(x)dx = f(0)

f_mﬁ(x)dx =1 (120)

Mais & (x) n"a pas plus de signification que la densité d’'une masse
ponctuelle : elle est nulle partout, sauf a I'origine, ou 8 (0) = +

L'intégrale de Stieltjes (définie par I'expression (115)) :

f_w f(x)dd = f(0) (121)
avec la mesure de Dirac :
3([a, b[) = Y(b)-Y(a)

est la formulation correcte.

Remarque : I'interprétation de la relation (120) comme forme linéaire sur un espace
vectoriel (§ 1.3.1) de fonctions continues telles que f(x) est celle de la théorie des distri-
butions.

Fonctions de répartition : en probabilités, on utilise systématique-
ment g(x) = F(x), fonction croissante telle que F(— =) = 0, F(+ <) = 1.
La masse, telle que définie par I’'équation (114), est la probabilité que
la variable aléatoire X appartienne a I'intervalle I;.

Transformées de Fourier-Stieltjes et de Laplace-Stieltjes: les

transformées de g(t), a variation bornée, j_ exp (-2rnjvt)dg (t)

et J’o exp (-pt)dg(t), englobent, notamment, les transformées
usuelles (celles de g'(t)) et les transformées discrétes :

Ya,exp(-2mnjvt,) et Y a,exp(-pt,)
n n

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

Convolution : la convolution usuelle de deux fonctions f(x) et
g(x):

h(x) = (F+g)(x) = f: f(x-t)g(t)dt= f_m f(t)g(x-t)dt (122)

peut étre généralisée en convolution d’une fonction f (a variation
bornée) par une mesure g, notée :

h(x) = (f+dg)(x) = J_w f(x-t)dg(t) (123)
On a fxdg = g=df

Si g(t) est la fonction des sauts, dg (n) = b,,

h(x)= Y, b,f(x-n (124)

n=-oo

qui conduit a définir par:

Y anb,_, (125)

n=-

la convolution de 2 suites.

3.2.2.4 Troisiéeme extension : intégrale de Lebesgue

Lorsqu’une suite de fonctions {f,(x)}, R — intégrables sur un inter-
valle [a, b], y converge simplement (c’est-a-dire pour chaque x) vers
une limite f(x), il n"y a aucune raison pour que celle-ci soit également
intégrable ni que I'on ait la trés utile propriété de continuité :

b b b
lim f fn=f lim fn=J' f (126)
n—seJa a (n— o) a

L'intégrale de Lebesgue peut étre construite a partir d'un résultat
simple proche de celui de larelation (126). On démontre qu’une suite
croissante de fonctions ¢, (x) R — intégrables, dont les intégrales (sur
le support supposé borné de chacune d’elles) sont bornées supé-
rieurement, est convergente presque partout (8 3.2.1.2). La limite
f(x) n'est généralement pas R - intégrable. Or, la suite bornée des
intégrales des ¢, étant croissante, elle est convergente. La limite est
alors prise comme définition de l'intégrale :

fR f(x)dx = nlilnmfR Q,(x)dx (127)

Si, ensuite, a la combinaison linéaire af + bg (a, b réels de signe
quelconque) de fonctions définies comme précédemment, on

attache l'intégrale aff+ bfg, on engendre |I'espace vectoriel des
fonctions intégrables au sens de Lebesgue ou sommables (espace
*0).

Il est alors remarquable que la méme procédure, appliquée a des
suites de fonctions ¢,(x), cette fois sommables, n‘augmente pas
I'espace £'. L'extension & f complexe est immédiate.

Le théoreme de la convergence dominée joue un réle central : si
une suite {f,} de fonctions sommables pp majorées en module par
une fonction sommable, est convergente pp, la limite est elle-méme
sommable et vérifie la relation (126) sur R.

L'importance de I'intégrale de Lebesgue est considérable. On se
bornera a en souligner quelques aspects.

Elle est définie directement pour des fonctions non bornées sur un
intervalle non borné.

Elle inteégre une classe de fonctions bien plus vaste que I'intégrale
de Riemann (8 3.2.2) : toute fonction R - intégrable est sommable
(avec la méme valeur) mais non inversement.
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Elle est adaptée au probléme des primitives ou, ce qui est équi-
valent, a celui de I'expression d’une fonction dérivable pp au moyen
de sa dérivée.

Deux fonctions égales pp ont méme intégrale. Sous réserve d'une
telle équivalence on définit les espaces de fonctions de puissance p®
sommables (espace LP) qui sont complets. D’ou, notamment, pour
p =2, leréle de la convergence en moyenne quadratique (espace de
Hilbert L2, série de Fourier, série de fonctions orthogonales, etc.).

L'extension, comme pour l'intégrale de Riemann, a I'intégrale de
Lebesgue-Stieltjes est essentielle en probabilités modernes.

4.1 Vocabulaire topologique
4.1.1 Plan C

Il comprend I'ensemble C des nombres complexes z = x+jy,
traité comme celui des points (x, y) du plan R2, auquel on adjoint

un point a Iinfini. On notera alors éventuellement C.

4.1.2 Notion de domaine

4.1.2.1 Disque
— disque (sous-entendu ouvert): D(a, r) = {z: ‘g—g‘ <r}

— disque fermé: D(a, r) = {z : |z-a|<r}

Constitue un voisinage de a-a est intérieur & un ensemble
Ec C ¢'il est centre d'un disque Dc E.

4.1.2.2 Ensemble ouvert

Ensemble dont tous les points sont des points intérieurs.

4.1.2.3 Ensemble connexe (ou d’un seul tenant)

Ensemble ne pouvant s’écrire comme réunion de 2 ouverts (non
vides) disjoints. Tout couple de points peut étre relié par un
chemin (8 4.1.3.1) intérieur.

Exemples : disque, intérieur d'une couronne.

Un ensemble non connexe est réunion de composantes connexes.

4.1.2.4 Domaine
Ensemble ouvert et connexe % .

Frontiere d’'un domaine : ensemble 0% des points dont tout
voisinage (disques) contient des points intérieurs et des points exté-

rieurs &8 (D U 9D =D).

Exemples : C(0%=0) ; disque épointé : D(a, ry-{a}

(09 = {cercle :‘g‘ =rtu{a}).

D32-14

4.1.3 Trajets

4.1.3.1 Chemin
Arc orienté paramétré :

Y(t) = x(t)+jy(t), astsb

xet ycontinues a variation bornée (arc rectifiable). Pour I'intégration,
x et y sont pris continlment dérivables par morceaux.

Remarque : en fait, on appelle chemin I'application continue
Y :[a, b] > C et trajectoire son image I = y([a, b]), représenta-
tion géométrique du chemin. On ne fera pas ici la distinction et
on parlera du chemin T.

Sir=AB, A= v(a) est I'origine, B =y (b) I'extrémité. Le

chemin BA seranoté-T. Lorsque yest injectif, I est simple (sans
point multiple).

4.1.3.2 Circuit (ou lacet) : chemin fermé : y(a) = y(b)

Dans le plan C, un circuit simple C peut étre parcouru ou non
dans le sens positif (contraire des aiguilles d'une montre), ce qu’on

) Y . . o N
pourra noter C* (ou C ) et C™ (ou C ). C* laisse son intérieur a sa
gauche. Lorsque la frontiere 0% d'un domaine 9 est constituée de
circuits, il est commode d’orienter ceux-ci de fagon a laisser & a
gauche.

Exemples

Un circuit simple sépare son intérieur % de son extérieur @’ (z =
est intérieur a @”)
09 = C*, 09" = C-

0% =C+U C; U C, (figure 1).
On écrit aussi: 09 = C-C,-C, .

4.1.3.3 Homotopie

Equivalence par déformation continue dans 9.

Deux trajectoires I'y et I'; entre A et B sont homotopes (I'y ~ I'y)
dans & si elles sont transformables I'une dans I'autre par défor-
mation continue dans 9% , conservant I'orientation, A et B étant fixés.
Il en est de méme pour deux circuits Cq et C,. Un circuit C est homo-
tope a 0 s’il est réductible a un point de %, ainsi I'y ~ I', équivaut
a4 C=T1-T,~0. A tout Ccorrespond la classe des circuits qui lui
sont homotopes dans % (I'ensemble des C est partagé en classes
d’équivalence).

L
_//
,

/
/ "/

/- /
7 rd _.-" 4 # ; / ',/ ? '/ Ve
// / / / // s g //. / //’/ .

Figure 1 - Domaine et frontiére
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4.1.3.4 Connexion d'un domaine

L'intérieur d'un circuit simple C est dit simplement connexe si :
tous les C sont homotopes a 0.

Un domaine troué (méme par des points) est multiplement
connexe. Ony distingue plusieurs classes d’"homotopie. Des chemins
infranchissables, dits coupures, le rendent simplement connexe.
Leur nombre minimal définit I’ordre de connexion du domaine
(figure 2).

4.1.4 Convergence
4.1.4.1 Suites

z,— a signifie ‘gn—g‘ — 0 (pour tous les points, a partir d'un
certain rang, dans tout disque de centre a).

4.1.4.2 Applications continues

L'application f: &% — C estcontinueen z = a,siVe>0, il existe
n(e, a)>0 tel que:

|z-a|<n=|f(2)-f(a)|<e
On peut prendre aussi : V{z }:z,— a, alors f(gn)—> f(a)

Continuité dans un domaine % : elle implique la continuité en

chaque point. Elle est uniforme par rapport a ¥ si le méme n(e)
s’applique pour tous les points.

4.2 Fonctions holomorphes

4.2.1 Fonction de variable complexe

4.2.1.1 Définitions
Si f: 9 —>C, on écrit:

Z=X+jY="1(z) = P(x, y)+iQ(x, y) (128)

P et Q sont dites conjuguées. 9% est le domaine de définition.
Exemples
f(z) = z" (n entier > 0), d’ou polynémes, d'ou fractions ration-
nelles (en particulier 1/z").
f(z) = exp(2) = exp(x) (cosy+jsiny); on en  déduit

shz,chz,thz, sinz, cosz, tgz.

4.2.1.2 Aspect géométrique

Transformation ponctuelle z— Z : il est souvent commode de
représenter a part les plans (z) et (£) (figure 3, par exemple).

On observera que Z = 1/z échange l'origine et le point o.

Celui-ci rend aussi la transformation bijective.

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

La relation (128) peut étre aussi interprétée comme un

changement de coordonnées (x, y) — (X, Y). Les 2 familles de
courbes coordonnées :

P(x, y)=Cte, Q(x, y)=Cte (129)

représentent géométriquement f(z) (figure 3).

4.2.1.3 Définitions indirectes

a)Sif:9—->C et g:f(2)—>C, glf(z)] = (gof)(z) est définie
sur 9.

b) Inversion : si f: % — f(9) bijectif, on peut définir:
FF1:f(D)>D

c) Séries et intégrales: f(z) peut étre définie comme somme
d’une série an(g).
n

Exemple : fonction de Bessel :

W= 3 =

Z\v+2n (130)
0n!l"(v+n+ 1)(5)
n=

ou la fonction I' est définie comme intégrale :

re) = Lmexp(—t)t§’1dz‘

Remarques

— Lorsque f(z),non définien a, acependant une limite pour
z— a, on convient de définir f(a) par cette limite (figure 3).

Exemple : sinz/z = 1 pour z = 0.

— Ce prolongement par continuité peut également étre

effectué sur la frontiére. Sauf indication contraire, on considérera
ici les fonctions holomorphes dans %, continues sur % .

4.2.1.4 Fonctions multiformes

Lorsque f: % — C n’est pas injectif, il existe plusieurs fonctions

inverses f~1(Z) sur f(%). On les traite comme des branches d'une
méme fonction dite alors multiforme.

Exemples

z = Z? définit 2 branches Z = ﬁ . Soit un circuit C partant d'un
point z = rexpj®, 0 <0 <2m, ou f,(z2) = Jrexp(j6/2).
Selon que C n’entoure pas O ou I'entoure (C*), on revient a f,(2)

ou on obtient: f,(2) = Jrexpli(6/2+m)] = —-f1(2) ; les détermina-
tions s'échangent autourde I'origine qui est dite point critique ou point
de branchement (I'écriture + /z n'a pas de sens ici).

z = exp(Z) :ilexiste une infinité de branches Z = log z . Chaque
tour autour de O (cercles C*) augmente logr + 6 de 2xj.

Figure 2 - Connexion d'un domaine
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® f@=2

——— P=Cte

— Q=Cte

© f2)=log z

Figure 3 - Représentation graphique de quelques fonctions

On peut se ramener au cas uniforme :
a) en coupant le plan : une coupure est un chemin infranchissable

issu d'un point critique. Les diverses branches sont des fonctions
uniformes autonomes dans le nouveau domaine.

Exemple : [z et logz.

On prendra comme coupure une demi-droite issue de O, par exemple
le demi-axe positif. Chaque branche prend alors des valeurs différentes
sur les deux bords de la coupure (figures 3b et ¢).

Dans tous ces paragraphes, log est entendu au sens de logarithme
népérien.
b) au moyen d'une surface de Riemann :
Exemples

ﬁ 1 on superpose 2 plans C coupés (feuillets). Chaque bord d'une
coupure est connecté a I'autre bord sur I'autre feuillet. Chaque feuillet
est assigné a une détermination. On passe ainsi d'un feuillet a I'autre
en tournant autour du point de branchement. L'application gHﬁ
devient bijective entre C et la surface a 2 feuillets.

logz : on empile une infinité de feuillets connectés chacun au
suivant.

4.2.2 Dérivation

4.2.2.1 Dérivée en un point
La dérivée de f(z) en z = a, notée f'(a), est, si elle existe, la
limite :

lim

f(a+h)-f(a)
h-o h

= f'(a) (131)
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@ f(2) = exp(2)

Elle implique la continuité en a. On peut aussi, pour toute suite
z, —a, prendre :

lim [f(z,)-f(a)l/(z,-a)
n— oo

4.2.2.2 Dérivée dans un domaine

Elle est notée f’(z), ou aussi df/dz pour tout ze 9.

— La définition (131) suppose a intérieur a 9. C'est la raison
pour laquelle g doit étre ouvert. La dérivée n’est pas définie sur
la frontiere 0% de g. En revanche on peut parler de continuité
sur 9.

— Les regles de calcul des dérivées sont les mémes que dans
le cas réel.

4.2.2.3 Fonctions holomorphes

Les fonctions dérivables dans un domaine % sont dites holo-
morphes (ou analytiques) dans % . Leur famille sera notée
H (%) ou Hg . Lalocution abusive d’holomorphie en un pointsignifie
I"holomorphie dans un voisinage du point (par exemple disque
§4.1.2.1).

— La notion d’holomorphie est une contrainte tres forte. Elle
entraine la dérivabilité indéfinie avec chaque f(" e H (%)
— f(z) holomorphe en tout 2, ;‘ <o, est dite entiére.
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4.2.2.4 Conditions de Cauchy

Ce sont les CNS de dérivabilité. Elles expriment que P et Q sont
continGment dérivables et :

Py=Q,
O;(: 7P;, (132)
Conséquences
f'(z) = Py-iP, = Q) +jQ;

RTY 1. p/ o:0”
P.i+jQ; = T(PV +jQy) (133)

Si P et Q sont 2 fois continment dérivables, elles sont
harmoniques :
Ple+P), =AP=0

Q+Q), =AQ=0

(134)

4.2.2.5 Propriété locale de I'application : z — f(2)

L'écriture: dZ = f'(a)dz, f’(a)#0 est interprétée comme une
similitude en z = a de rapport |f’(a)| et de rotation Arg f’(a).
L'angle, en a, de 2 courbes I'y et I', qui s’y rencontrent est conservé
[c’est celui de f(I'7) et f(I'y) en f(a) 1. En particulier, I'orthogonalité
est conservée ; d'ou celle des familles P = Cte, Q = Cte.

Remarques

— Le réseau P=meg, Q= ng (¢ petit) découpe ¥ en petits
carrés de cotés £/ f’(g)\ en chaque point a.

— Une transformation qui conserve les angles est dite
conforme.

— La condition f’(a)#0 permet de définir f-(Z) dans un
voisinage de f(a).

4.3 Intégration

4.3.1 Intégrale le long d’un chemin

Avec f(z)e H(9) et T'c %, on construit I'intégrale curviligne :
n
fr f(2)dz = nllgﬂwkgof(zp(zm—zk) (135)

a partir de lignes polygonales inscrites z, = y(f) (84.1.3.1) dontles
cotés tendent vers 0. On peut définir directement :

b
J f(z)dz =f (foy)(DY' (H)dt
r a

(136)
= fr Pdx— Ody+jjr Qdx+ Pdy
Exemple : cercle, z = a+rexp(j0) :
2n
ir o fla+ rexp(j®)lexp(j6)d6
Lorsque T est borné :
Ur f(z)dz| < max|f(2)|- €(I) (137)
zeT

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

4.3.2 Formule de Cauchy

Si C est un circuit (dans %) homotope a 0 (§ 4.1.3.3), on a:

ch(g)dg =0 (138)

Tel est le cas, notamment, pour tous les circuits des domaines
simplement connexes (§ 4.1.3.4). Si un tel domaine 9 est, en outre,

borné et si f est continu sur @ on peut étendre la relation (138) a
la frontiere C = 0% (bien que 0% n’appartienne pas a 9).

Conséquences
— Pour 2 chemins homotopes I'y et I'; :

fﬂ f(z)dz = frz f(z)dz (139)
— Primitives :si T est d’origine fixe z, et d’extrémité variable

z, dans une partie simplement connexe, l'intégrale ne dépend
que de z, d'ou I"écriture :

Flo - || reae (140)

équivalente & F'(z) = f(2).

Pour les domaines multiplement connexes: la relation (138)
n’est, en général, plus vraie. Cependant, si C; = C,:

fcw f(z)dz = Lz f(z)dz (141)

(cette invariance pour une méme classe d’homotopie justifie cette
derniére notion). Cependant, le long de la frontiere 0% (figure 1),
on aura:

f f(z)dz =0 (142)
09D

4.3.3 Intégrale de Cauchy

4.3.3.1 Théoréeme fondamental

Si, dans % simplement connexe, C est simple et z = a intérieur

aC, f(z)/(z- a) n'est plus holomorphe dans % . Cependant, on a
la formule fondamentale :

f
fla) 1 (2)

a) = — z (143)
2njlc z-a

Elle montre que la seule donnée des valeurs d'une fonction sur
un circuit fermé C suffit a déterminer cette fonction en tout point
intérieur a C (cf. probleme de Dirichlet dans I'article Equations aux
dérivées partielles [A 650] du traité Sciences fondamentales). |l en
est, d'ailleurs, de méme pour toutes les dérivées :

n f(2)

fiM(a) = I Jor (Z- 4

(144)
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4.3.3.2 Généralisation

Soit un circuit C quelconque (figure 4). L'indice I(C, a) de tout
a(ew) par rapport a C étant le nombre de fois que C tourne autour
de a (2nl est I'angle algébrique balayé par le rayon z-a, z
parcourant C) on a:

1 flz)

En particulier, la relation (143) donnerait 0 pour a hors de C.

4.4 Représentation par des séries

4.4.1 Séries entiéres

4.4.1.1 Convergence
A toute série entiére

Y Ai(z-a)"
n=0
on associe le réel :
1 .
R = Jmsup 4] 146)

(en particulier, Iim"A/‘An‘ si elle existe). La série converge absolu-
ment, dans le disque D(a, R) etdiverge hors de D (Dest le disque
de convergence, R le rayon de convergence). Sa somme
€ H(D) (8 4.2.2.3). La convergence est, en outre, uniforme dans tout
D(a, R;) Ry<R.

Remarques

R peut étre nul (convergence en a seul). Il peut étre infini: la
somme est alors fonction entiére.

Exemples

Y. z"/n! = exp(2)
0

Y. (-1)1z27+1/(2n+1)! = sinz, etc.
0

< B
La série 2 g — convergerait hors d’un disque fermé.
1

(z-a)

4.4.1.2 Série de Taylor

Soit, inversement, f(z)e H(%). On a, au voisinage de chaque
point a, la représentation :

= f(M(a
flz) = 3 nf*)@—g)" (147)

n=0

— La représentation n’est valable que dans un disque, le plus
grand contenu dans 9 (R = distance de a a d%). La technique du
prolongement analytique consiste a tirer de la relation (147) les
développements autour de tout autre point hors du disque pré-
cédent.

— L'analycité consiste, en fait, dans la représentation par
séries de Taylor. On voit qu’analycité et holomorphie se rame-
nent I'une a l'autre.
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Figure 4 - Généralisation du théoréme de Cauchy

4.4.2 Séries de Laurent

4.4.2.1 Développement de f(2)
Si f(z)e H@-{a}), on considére la série :

f(z) = i Ap(z-a)" = f(2)+f.(2) (148)

n=—oo

avec une partie réguliére :

f(2) = i Ap(z-a)"
n=0

convergente pour ‘g— g\ <R,,
et une partie singuliére :

-1
fs(2)= Y A,(z-2a)"

N=—oo
convergente pour ‘g— g‘ >R,.

Lorsque 0 < Ry < R,, f(z) est représentée par la série de
Laurent (148) dans la couronne Ry<|z- a| <R, avec:

1 f(2)
n_z—mj@mdg (n=0, £1, £2,..) (149)

ou C est homotope a tout cercle ‘g— g‘ = Cte de la couronne.
4.4.2.2 Points réguliers, points singuliers isolés

4.4.2.2.1 Points réguliers

Si le développement (148) n’a pas de partie singuliére ; on est
ramené a la formule (147).

Zéro d’ordre m : si A, , 1 premier coefficient non nul :

f(z) = (z-a)mg(2) [g(a)=#0]

4.4.2.2.2 Péles
Si la partie singuliere est limitée: A, =0 pour n<-m (m>0):

g9(2)
f(z) = ———, g(2) holomorphe en a, g(a)=#0
(z-a)m

a est dit péle d’ordre m. A,,, est zéro d’ordre m de 1/f (et inverse-

ment). \f(g)‘ — o lorsque z— a.
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Fonctions méromorphes : ce sont celles qui, pour seules singu-
larités, ont des pdles dans & .

Exemples

o f=1/f:f, f,e H@D) (fractions rationnelles, par exemple).

e f(z) =tgz: zéros simples: z= nm, pbles simples:

z=24nn
£ - 2 .

4.4.2.2.3 Points singuliers essentiels
Si la partie singuliére est illimitée.

Exemples

1 - 1 N -1 1
expE = ZF@ de méme smg, cosg, ..(enz =0)

1/f n’est pas bornée au voisinage de a . En fait, on peut trouver des

suites z_— a telles que f(gn) converge vers n'importe quelle valeur
prescrite.

4.4.2.2.4 Cas du point a I'infini

On se rameéne, par Z = 1/z, au voisinage de z = 0 (I'extérieur
\g\ >R de tout disque, la frontiére \g\ = R étant parcourue néga-
tivement, est un voisinage de z = «).

Le point a I'infini est p6éle d'ordre m des polyndmes de degré m,
point singulier essentiel des fonctions entiéres [par exemple:

exp(z), sinz, cosz,...]1. Une telle fonction bornée dans C se

réduit a une constante.

Remarque : pdles et points essentiels sont isolés. Un domaine borné n’en contient
qu’un nombre fini.

4.4.2.3 Résidus

Pour n=-1, la relation (149) se réduit a:

J;, f(z)dz = 2njA_, (150)

qui fait jouer un réle important au terme en 1/(z- a) de la série
de Laurent (148). A ; = Rés(f, a) est dit résidu de f(z) en a.
Théoréme des résidus : si f(z) est holomorphe dans 9 sauf en

des podles ou points essentiels a, intérieurs a un circuit C simple
(dans 9 ) :

f@ f(z)dz = 2njzk:Rés(f, EP) (151)

Remarques
— Ce théoreme s’applique a 0% avec I’hypothese f(z)
continue sur 9.

— Il s"applique @ un domaine non borné avec une infinité de
points singuliers (on prend la série des résidus).

— Avec C quelconque, on a la généralisation (8 4.3.3.2) :

J'O f(z)dz = 2nj§1(c, a,Rés(f, a,) (152)

— Si fest holomorphe au voisinage de I'infini, saufen z = «,
on a, pour C assez grand :

J;__ f(z)dz = - 2njA, (153)

En traitant - A; comme le résidu de z = o, on peut dire que
la somme de tous les résidus est nulle.

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

4.4.2.4 Calcul des résidus
Poles simples

Pour f(z) = g(z)/(z-a), g(a)=0 est le résidu :

Rés(f, a) = lim (z—-a)f(2) (154)
Lorsque f(z) = g(z)/h(z) avec g(a)#0, h(a) =0, h’(a)=0 :

g(a)

Rés(f, a) = h(a)

(155)

Poles multiples
Pour f(z) = g(2)/(z- a)™, un développement limité :

g(a+h) = og+ah+..+a, hm=-1+0(hm-")

donne o,,_4 [il serait plus compliqué, en général, de former
gim=-N(a)/(m-1!]

4.4.2.5 Application
Pour a zéro ou podle d'ordre m(=0) c’'est-a-dire
f(z) = (z-a)mg(z), la dérivée logarithmique :
f'(2) m 9°(2)

o z-2 9@

admet a pour poéle simple de résidu m. Pour tout circuit C contenant
Z zéros et P pbles (comptés avec leur ordre) on a, d'aprés la
relation (151) :

f f,(Z)d 2nj(Z-P 1
cFpdZ= nj(Z-P) (156)

Le 1®" membre se réduit a la variation de Arg logf(z). (Z- P) est
donc le nombre (algébrique) de tours décrit par le point f(z) lorsque
z parcourt C(84.7).

4.5 Applications a I'analyse

4.5.1 Calculs d’intégrales

4.5.1.1 Méthode

Soit a intégrer f(z) surun chemin T, borné ou non. Tout ou partie
de T, fermé éventuellement avec un chemin auxiliaire T'’, raméne
a l'intégration sur un circuit, donc notamment a la formule de
Cauchy (8 4.3.2) ou des résidus (8 4.4.2.3). Il arrive que l'intégrale sur
I'’ soit facile a calculer, ou liée simplement a celle qu’on cherche,
ou tende vers 0 pour I'' s’éloignant a I'infini. Enfin, lorsque f(z) est
multiforme, on la rend uniforme par des coupures appropriées.
Fixant une détermination par un point z = z,.,0natoutes les autres
valeurs, notamment en suivant cette détermination par continuité
sur le chemin d’intégration.

4.5.1.2 Intégration sur un chemin non borné

Si A est I'origine de T, on définit :

fr f(z)dz = .'JTJA% f(2)dz (157)
Bel
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4.5.1.2.1 Cas de convergence
a) I intérieurement asymptote aux 2 c6tés d'un secteur S:

0, <Argz<®o,
b) f(z) holomorphe dans le domaine % de frontiere I" sauf en
un nombre fini de points a, et telle que, pour un a.> 1, |2%f(2)|

reste borné lorsque \g\ assez grand (‘g\ > R); alors (figure 5) :

fr f(z)dz = 2njzk’Rés(f, a,) (158)

Le calcul le plus fréquent est celui des intégrales définies réelles :

J f(x)dx, au moyen des points singuliers de f(z) du demi-plan

supérieur et en complétant l'intervalle —-R< x< R par le demi-
cercle : \g\ = R, y>0 (on peut utiliser également le demi-plan
inférieur).

On utilise souvent la condition de Jordan : \f(g)‘ = O(1/‘g‘) a
I'infini. Une condition moins sévére se rencontre dans le calcul du
paragraphe 4.5.1.2.2.

4.5.1.2.2 Intégrales du type ¢(u) = f f(x)exp(jux)dx

f(z) ayant des points singuliers non réels a, dans le demi-plan

supérieur, a’, dans le demi-plan inférieur, et vérifiant \gf(g)\ borné

pour \g\ assez grand \f(g)‘ = 0(1/‘4):

r f(x)exp(jux)dx = 2nj> Rés[f(z)exp(juz), a,] (u>0)
- k (159)

= -2mj Y Rés[f(z)exp(juz), 2; ] (u<0)
€

Remarque : le point suivant est souvent négligé : le calcul par
R

les résidus fournit, en fait, ngm fﬁ f(x)dx c’est-a-dire une
e

valeur principale de Cauchy VP j f(x)dx (83.2.2.2.1). Il n"est

pas nécessaire que l'intégrale cherchée soit absolument
convergente. Elle pourrait méme étre divergente pourvu que la
VP existe.

4.5.1.2.3 Cas d’un péle simple sur le contour

Si,en aréel, (z-a)f(z) >0, L fdz — 0 (figure 6). Mais, si a est

un poéle simple :
f f(z)dz — = jn Rés(f, a)
.

Le théoreme des résidus donnerait (relation (151)) :
ja_s f IR f
= 2nj) Rés(f,
.t Y_+ see Tl RJZ és(f, ay)

J’ f(x)dx est divergente, mais admet la valeur principale de

Cauchy (8§ 3.2.2.2.1) :
o ae [
VPJ = lim (f +j ) (160)
oo e—0 oo a+e
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Figure 5 - Intégration sur un chemin non borné

.gj
¥
£y
Q

-R 0!

Figure 6 - Pdle sur un contour d’intégration

de sorte que:

VPf fO0dx = 2| ¥ Res(f, a0 + Rés(", a| e
- k

Remarque : si le pole simple a est en un sommet d’angle o sur
le chemin I', on obtient encore une limite :

2njY Rés(f, a,) +ja
3

4.5.1.3 Exemples

Transformée de Fourier de 1/(x2 + a?) (aréel > 0) :
_ [T exp(jux)
(p(U) = J;m —m—dx (162)

On applique les relations (159) aux pbles simples = ja; les rési-
dus sont x e*3Y(2 ja).

o(u) = Zexp(-alul) (163)

Transformée de Fourier de exp (- x2): on intéegre exp(-z2),
entiere, le long du rectangle (figure 7). On obtient 0. Les
contributions des petits c6tés sont nulles a I'infini. Il reste :

R -
J:R exp(—xz)dx—>J: exp(-x2)dx = Jn

et LB exp[—(x—jg)z}dx—) exp(u2/4)£m exp(-x2)exp(jux)dx
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A

B

Figure 7 - Transformée de Fourier de la fonction de Gauss

Figure 8 -

D’ou la transformée de Fourier

f exp(-x2)exp(jux)dx = Jn exp(-u2/4) (164)
Intégrales de la forme
f x*f(x)dx (avec x%+1f(x) =0
pour x>0 ou —+«): pas de poéle réel. On integre:
(-2)%*f(z) = explalog(-2z)]/f(z) sur le circuit du plan coupé
(figure 8).
On obtient :
(165)

~ n .
J’ xof(x)dx = - Shon Xk‘Res(f, a,)

4.5.2 Sommations de séries
C’estle calcul inverse des précédents. Certaines séries numériques

, .
peuvent étre traitées comme sommes des résidus d’une fonction

- 1
2o

qu’il reste a intégrer.
(k entier > 0)

Exemple

Avec la fonction auxiliaire :
1 mz B
cotgnz = 7 3 cmAp(mz)2m=1
oll Ap, = 22MB,, /(2m)!
(B, : nombres de Bernouilli), bornée a I'infini et de pdles simples
On a les

-1,0,1,2,..,onforme: f(2) = cotg mz/z2k
2k=1 A, pour le pole

Z= ..
résidus 1/(xn2¥) pour les péles z=n (= 0) et —
z=0. L'intégrale de fsur un grand cercle tend vers 0. Il reste
-1 _ @my2*
L 166
Z n2k = 202k Bx (166)

Sachant que : By = 1/6, B, = 1/30, B3 = 1/42, ..., on a ainsi :
76

1 12 &l - _
PER XD YL 12 5= 515

LOl:l
IS

AMg

utile pour accélérer la convergence d'autres séries
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FAm)

Intégration autour d’un point de branchement

4.6 Applications a I'étude

des champs plans

4.6.1 Champs complexes
Dans la relation (128), P(x, y) et Q(x, y) ont les propriétés requises

des fonctions potentielles. On peut dériver les champs vectoriels

N
V = =

Vv (u, v) = gradP (167)
W = (uq, vq) = gradQ

solénoidaux et irrotationnels (dans un domaine approprié) avec
(168)

f(z) = u-jv = j(u;—jvy)

N
P est le potentiel de V, Q son potentiel conjugué. f(z) le

potentiel complexe. On dit aussi le champ (scalaire) f.

Le réseau orthogonal des courbes (P) (P = Cte) et (Q) (Q= Cte)
-

est celui des équipotentielles et des lignes de champ de V
Par tout z, ou f (zo)¢0 il passe une courbe (P) et une courbe

(Q) uniques (§ 4.2.2.5).
Pour tout chemin T = AB (ou la normale est orientée directe-

ment par la tangente), on a la circulation de V : Pg—P,= 0P et

son flux: Qa - Qg=-368Q.
Remarque : on échange les courbes (P) et les courbes (Q) en prenant
* jf(z)aulieude f(2).

Exemples 5
— Champ électrostatique : E =-V.
En supposant métallisées les deux courbes (Py) et (Py), on déter-

mine un condensateur cylindrique dont la capacité, entre 2 courbes
(Qy) et (Qy), est (¢ : constante diélectrique) :
C=¢|3P/8Q)|
— Courant continu:J = cE = -cV (o:conductivité).
Soit, par exemple, une plague mince (d'épaisseur h) entre des élec-
trodes (P). Les bords libres sont des courbes (Q). La résistance d'une

maille est R= (1/ch) |8P/8Q].
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On peut citer également les courants dans des conducteurs cylin-
driques perpendiculaires au plan C .

lls créent un champ magnétique H = -V . Mais leurs sections sont

des singularités autour desquelles f(z) n’est pas uniforme. Leurs
frontieres sont des courbes (Q) ou la variation de P mesure l'intensité
de courant entourée.

— Lignes électriques : au facteur de propagation exp [j(ot— kz)]
— — — — \
pres, elles transportent £ = -V et H = W /n (n = Ju/e).

Dans toute section d'une telle ligne, les courbes (Q) et (P) sont,
respectivement, les lignes de champ électrique et magnétique. Les
conducteurs sont des courbes (P) particulieres. Par exemple, autour de
chacun des 2 conducteurs (P;) et (P,) d'une ligne a 2 conducteurs, il y
a des variations 8Q et — 8Q de Q. On a la tension 3P et le courant 8Q/m,
d'ol I'impédance caractéristique : Z, = ndP/3Q.

— Hydrodynamique : pour des fluides incompressibles et irrotation-
nels (de densité p et de vitesse \7), Pest le potentiel des vitesses, Q la
fonction de courant ou de débit. Le débit le long d'une nappe entre (Q;)

et (Q,) est 8Q. Les parois sont des lignes de courant (Q).

4.6.2 Singularités et sources

Sources ponctuelles
Au voisinage de z = a, branche de la forme :
f(z) = klog(z-a)+9(2) (169)

(source électrique positive ou négative : k réel >0 ou <0 ; source
magnétique : k imaginaire pur).

Source dipolaire

f(2)= X +a(2) (170)

Sources multipolaires: k/(z-a)™, m entier.

Sources a l'infini

Comme indiqué précédemment, on se rameéne a l'origine par 1/ z.
Ainsi, log z admet une source a I'origine et une source opposée a
I'infini ot aboutissent les lignes de champ ; ce faittient aux propriétés
conservatives du flux des champs solénoidaux.

Le champ uniforme f(z) = z posséde une source dipolaire a
I'infini, de méme f(z) = z2 une source quadripolaire.

Exemple important

Arg thZ = Hog22 sel >0 171
g= rgt‘—a_EogafZ (a réel >0) (171)
Le point z = a etle point z = —a sont deux sources opposées.
Soit :
_ a1 lat+z|l a+z
¢= (x+1[3_§| g 7Z+§Arga_g (172)

Les équipotentielles (0. = Cte) sont les cercles d’un faisceau
conjugué par rapport aux 2 sources. Les lignes de champ (p = Cte)
sont des arcs de cercles, joignant les sources, du faisceau orthogonal
au précédent. B varie de ® sur une équipotentielle. Le rayon d'un
cercle (o) est:

_a
R = sh7a (173)

Le centre est le point:
z = 2acoth2a (174)
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4.6.3 Transformation des champs

4.6.3.1 Principe
Soit un champ :
w=1f(2) = P(x, y)+iQ(x, y)

et une transformation :
F(z) = Z = X+jY

A tout point z = Z, du plan (z), Ffait correspondre, dans le plan
(Z), le point: Z; = F(z;) (figure 9). On convient d’affecter a
Z, la valeur de f(go). Le champ ¢(Z) ainsi obtenu est dit trans-
formé du champ f(z). On a (§4.2.1.3) :

w = o(2) = (foF")(2) (175)

Remarques

— Les images, par F, des courbes P= P, Q= Qy donnent la
configuration du champ transformé et ont les mémes cotes
respectives Py et Qg .

— Avec des transformées successives [(par exemple :
Z = F(2), Z,= G (2) )], on aurait, dans le dernier plan (Z: le
champ transformé :

w=0(Z) = (foF1eG")(Z)) (176)

— Le cas particulier Z = f(z) donne, dans (Z), le champ
uniforme ¢(Z) = Z . On I'utilise constamment, dans les applica-
tions, comme moyen de transformer une frontiere P=00ou Q=0
en chemin rectiligne. D'ou la possibilité d’exploiter un prolonge-
ment par symétrie (méthode des images de I’électricien). Ainsi,
si@(X)estréel: o(Z2%) = 0*(2).

— Inversement I|'image du champ uniforme :
w = z par Z = F(z) fournit, dans le plan (2), la configuration

x(X, Y)=Cte, y(X, Y)=Cte, du champ F-1(Z) avec une
construction graphique évidente.

4.6.3.2 Transformations élémentaires

L'interprétation géométrique des cas les plus simples est
immédiate :

— translation: Z = z+a ;

— rotation: Z = ei%z ;

— similitude : Z = rel®z ;

— inversion: Z = 1/z,
en lesquelles se décompose la transformation homographique :

a bc-ad 1
:‘::+” — (177)

Z = 92 Z+(£j/9)

1oflw

Z+
Z+

Qe

qui conserve globalement I'ensemble des cercles et droites.

Si Dy désigne le disque unité D(0, 1) et U, le demi-plan supérieur
y >0, on retiendra :

) -a
F(Dy) = Dy pour F(z) = el® 1’ a; (178)
., az+b
F(U,) = Dy pour F(z) = elam (179)
F(U,)=U, pour a, b, c, dréels (180)
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4.6.3.3 Représentations conformes

Si F: 92— C est injectif et que F(z)e H(9), F'(2)#0, F(2)
non constant, F: % — F(®) est bijectif et F-1(Z) holomorphe sur
F(9). F est une représentation conforme de % sur F(%). Les
deux domaines ont les mémes propriétés topologiques

(connexion, frontiére, etc.). lls sont homéomorphes et sont dits
conformément équivalents.

Exemples
F(z) = 22 %= U, F(%) = C-R; (plan fendu
par le demi-axe des
réels)
=z/n = C-R] = secteur 2n/n
= logz = C-R] = bande horizontale 2n

Les coupures raménent chaque branche d'une éventuelle
fonction multiforme aux hypothéses précédentes. Sinon il y
aurait lieu d’envisager, dans les exemples, des bijections entre
C et une surface de Riemann (8 4.2.1.4).

=X

Figure 9 - Transformation des champs

LA

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

4.6.3.4 Probleme inverse

Soient 9 et 9’ homéomorphes. Existe-t-il une représentation
conforme F: % — %’ ? Trouver F. Le probléme est tres difficile. On
montre que tout %, différent de C, simplement connexe, est
conformément équivalent @ U, ou a Dy (8 4.6.3.2).

Exemples

— Transformation de Schwarz-Christoffel . soit % ayant pour
frontiére une ligne polygonale d'angles extérieurs moy, 9" = U, .

La transformation est définie, & une similitude prés, par (figure 10) :

z= L 16— a0 %dt (181)
21

avec des réels X = g, pas tous arbitraires. |ls sont ajustés pour redonner
les cotés de la ligne polygonale.

Lorsque Zak = 2, 9 est!l'intérieur d'un polygone.
k

— Intérieur d’un rectangle : 0.y = 0y = 03 = 0oty = 1/2 (figure 11) :

Z du

0 N1 =u?)(1 = k2u2?)

Le champ uniforme w = Z est I'image du champ :

z= (O<k<1) (182)

w=f(z) =snz
appelé fonction sn de Jacobi. C'est une fonction elliptique. Elle a les 2

1 1/k
périodes 4K et 2jK’<K: fo' K" = j ) D’oU sa représentation,

0
dans la totalité du plan, a partir des images réitérées de l'intérieur du
rectangle par rapport a ses cotés.

%

a 0(22

Figure 10 - Transformation de Schwarz-
Christoffel

Y
L CLA LA LIS LSS SRS PR PP
LA S
_ //(/_/.- ’ ,:/j N ////’“X
-k -1 0 /)

Figure 11 - Application conforme
de I'intérieur d’un rectangle sur un demi-plan
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4.6.4 Exemples

4.6.4.1 Courants de la roue de Barlow

La configuration des lignes de courant est évidente entre I'axe C
de la roue et le contact O avec le bain de mercure. Le bord circulaire,
formé de lignes de courant, devient rectiligne par lI'inversion
Z=1/z.

La méthode des images (8§ 4.6.3.1) incite a placer,en Z = 0, une
source égale a la source en C' (Z = - j/a) (figure 12).

D’ou, dans le plan Z, le champ image :
g(2) = log(Z+j/a)+logZ
D’ou le champ cherché :

a+jz
f(2) =log7577 (183)

4.6.4.2 Probleme du condensateur plan (effet de bord)

Les armatures sont deux rubans paralléles de largeur 2a distants
de 2 h.

La configuration du champ cherché w = f(z) (figure 13a) est

évidente (noter la séparatrice C??’). Le domaine hachuré de la
figure 13b est transformé en demi-plan Y >0 par l'application

Z = F(z) définie par:

z u2_c?
z= Af _ _du (184)

0 J-u?)(1-k2u?)
ou, arbitrairement, on s’est fixé les abscisses 1 et 1/k des points D’

et B’ (figure 13¢). Celle, ¢, de C' et A sont déterminés par les
conditions :

1
kf =h, A
0

J;

= a (c’est le plus difficile)

Figure 12 - Roue de Barlow
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Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Génie électrique

plan



Le demi-condensateur a pour image, dans Z, les rubans
coplanaires: BD et D'B’. D'ou l'aspect des nouvelles lignes de
champ (figure 13d). D’ou I'idée de refermer le demi-plan Y> 0 en
I'intérieur d’un rectangle par une 2% transformation de Schwarz-
Christoffel (§ 4.6.3.4) :

4 du
= G(2) = f < (185)

[(1-u?)(1-k2u 2)

pour avoir un 2" champ transformé uniforme :
w=Z2"= GoF(2) (186)
ou z=F'%G(w) (187)

Remarque : on peut exprimer la relation (184) au moyen de
I'intégrale elliptique de 1™ espéce (182) (z = sn~'Z) et de celle

de 2° espéce :
jg 1-k2y?
elZ= |, ﬁdy (188)

On obtient (a un facteur prées) :
z=F"%2)=(1-k%c¢?)sn'Z-elZ
D’ou z = (1-k2c?)w-el(snw) (189)

solution explicite d'un probleme rien moins que trivial. En
pratique, on transposerait graphiquement les calculs en les
remontant a partir du champ uniforme.

4.6.4.3 Lignes a conducteurs circulaires

Bifilaire dissymétrique ou coaxial excentré. Conducteurs de rayons
R; et Ry, axes distants de d. Il suffit d’utiliser la relation (171) ou 2
équipotentielles : a=0a4 (<0 ou >0), o =0, (>0) sont supposées
meétallisées. A I'aide des relations (173) et (174), on détermine a, o,
0y, & partir des données Rq, R,, d. D’aprés la relation (172), on a
les lignes de champ électrique B = Cte et les lignes de champ magné-
tique o. = Cte. On a immédiatement la tension o, — o4 et le courant :
n/m, d'ou I'impédance caractéristique :

0, -0
Z, =1 2 1= 2TC(Arg shﬁ—Arg sh—) (190)

T R

avec n = Ju/e

Remarques

— La capacité linéique de la ligne : C=me/(o,—04) est aussi celle du condensateur
cylindrique en électrostatique.

— La transformation définie par la relation (182) permet également de discuter les
problémes d'impédances sur une ligne chargée a une extrémité. La configuration du
champ est alors interprétée comme un abaque d’'impédances permettant de passer de la

représentation usuelle (cartésienne) d'une impédance réduite : z = Z/ZC a la représenta-

tion circulaire.

MATHEMATIQUES POUR L'ELECTRICIEN

4.7 Application aux systémes a réaction

Soient G(p) et H(p) les fonctions de transfert d'un systéme de

transmission et du systéme de réaction. La fonction de transfert
globale est le rapport des transformées de Laplace des signaux
d'entrée x(t) et de sortie y(t) (figure 14a) :

o oo S (191)
x(p) 1+G(PH(p) K(p

On supposera :
G(p), H(p) =

2Pl =

L'ensemble est stable si la relation (182) n’a aucun poéle dans le
demi-plan de droite ¢ > 0 [sinon signal transitoire |exp[(c + jo)t]]|
= exp (ct) — o).

K(p) ne doit donc pas y avoir de zéros.

Il suffit d’appliquer les résultats du paragraphe 4.4.2.5 au circuit
(décrit dans le sens négatif) formé par I'axe 6 = 0 complété a droite
par un grand demi-cercle. Le point image K(jw) entoure P- Zfois
I'origine. La condition nécessaire et suffisante de stabilité étant Z= 0,
on aboutit au :

Théoreme de Nyquist: une CNS de stabilité est que le circuit
décrit par le point G(jo) K(jm), ® variant de —e a + o, entoure le
point p = -1 un nombre de fois égal au nombre de péles de la
fonction G(p)H(p) dans le demi-plan ¢ > 0 (figure 14b).

Remarques

— Le diagramme G (jw)H (jm) est celui du systéme ouvert a I'entrée.
— G(o)H(o) est réel. Il suffit de compléter, par symétrie, le demi-diagramme o =0 .

Y
T Gip) y(p)
H 3

R)

o]

@  schéma de réaction

Ww=+co

RS
oy

théoréme de Nyquist

Figure 14 - Systéme a réaction
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